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1. | NTRODUCAO

1.1 Preambulo

As primeiras linhas de transmissdo de energia elétrica surgiram no final do século XIX, e, inicialmente,
destinavam-se exclusivamente ao suprimento de sistemas de iluminacdo. A utilizago destes sistemas para o
acionamento de motores elétricos fez com que as "companhias de luz" se transformassem em "companhias
de forca e luz". Estes sistemas operavam em baixa tensdo e em corrente continua, e foram rapidamente
substituidos por linhas monofésicas em corrente alternada. Dentre os motivos que propiciaram essa
mudanga, podemos citar: (i) o uso dos transformadores, que possibilitou a transmisséo de energia elétrica
em niveis de tensdo muito maiores do que aqueles utilizados na geracdo e na carga, reduzindo as perdas no
sistema, permitindo a transmissdo em longas distancias; e (ii) o surgimento dos geradores e motores em
corrente alternada, construtivamente mais simples e mais baratos que as maguinas em corrente continua.
Dentre os sistemas em corrente alternada, o trifasico tornou-se 0 mais conveniente, por razdes técnicas e
econdmicas (como a transmissdo de poténcia com menor custo e a utilizagdo dos motores de indugdo
trifésicos), e passou a ser 0 padrdo para a geracdo, transmissdo e distribuicdo de energia em corrente
alternada. Por outro lado, as cargas ligadas aos sistemas trifasicos podem ser trifésicas ou monofasicas. As
cargas trifasicas normalmente sdo equilibradas, ou sgja, sdo constituidas por trés impedancias iguais, ligadas
em estrela ou em tridngulo. As cargas monofésicas, como por exemplo as cargas de instalacfes residenciais,
por sua vez, podem introduzir desequilibrios no sistema, resultando em cargas trifasicas equivalentes
desequilibradas.

Neste texto vamos definir os sistemas polifasicos e estudar em particular os sistemas trifasicos.
Inicialmente, vamos apresentar algumas defini¢des importantes, que seréo utilizadas ao longo de todo o
texto. Em seguida iremos apresentar métodos de calculo para a andlise de circuitos trifasicos alimentando
cargas trifasicas equilibradas, ligadas através das duas formas possiveis, em estrela e em tridngulo. Em

continuagdo, iremos estudar poténcia em sistemas trifésicos. Definiremos os conceitos de poténcia ativa,
reativa e aparente, e métodos para a suamedicdo e analise.

1.2 Definicdes Gerais

Definimos como “ sistema de tensdes polifasico e simétrico” (an fases) um sistema de tensdes do tipo:

e = E,, cosat

1
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onde n € um ndmero inteiro qualquer ndo menor que trés. Em particular, quando n=3,dizemos que o sistema
étrifasico.

Da definicdo de sistema polifasico, observamos que tais sistemas sdo constituidos por um conjunto de n
cossenoides de mesmo valor maximo, E,, , e com uma defasagem de 2z/n rad entre duas tensdes
sucessivas quaisquer.

As tensfes e correntes nos sistemas trifasicos sdo representadas por fasores. Isto €, podemos representar o
sistematrifasico:
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e = E, cosat = ‘Re[EMej”’t]
E, cogat — 27/3) = RYE, e /27|
= E, cojot - 47/3) = E,, cogat + 27/3) = RE, &%

S P
o

pelos fasores

B =E+j0=E[

B = E[cod—27/3) + j sen(-27/3)| = E{—é - JéJ = E|-120°
( )
B = E[cog+27/3) + | sen(+27/3)] = EL—? + J?J = E|120°

enqueE = E, /\/E representa o valor eficaz datensdo.

Ao longo deste texto iremos apresentar métodos para a solucdo de circuitos trifasicos em diversas
condigdes, envolvendo as tensdes no inicio do sistema (nos terminais dos geradores), as linhas utilizadas
para atransmissdo da energia até a carga, e a carga conectada no final dalinha. Paratanto, definimos:

(1-a) - Sstema de tensBes trifdsico simétrico: sistema trifédsico em que as tensdes nos terminais dos
geradores sdo senoidais, de mesmo valor méximo, e defasadas entre si de 27 /3 rad ou 120°
elétricos;

(1-b) - Sstema de tensfes trifdsico assimétrico: sistema trifasico em que as tensdes nos terminais dos
geradores ndo atendem a pelo menos uma das condicdes apresentadas em (1-a);

(2-a) - Carga trifésica equilibrada: carga trifasica constituida por 3 impedancias complexas iguais, ligadas
em estrela ou em tridngulo;

(2-b) - Cargatrifasica desequilibrada: cargatrifésica naqual néo se verificaa condicdo descritaem (2-a).

1.3 - Obtencéao De Sistemas Polifasicos - Sequéncia De Fase

Nos terminais de uma bobina que gira com velocidade angular constante, no interior de um campo
magneético uniforme, surge umatensdo senoidal cuja expressio é

e = E,, codat + 0),

em que @ representa o angulo inicial da bobina. Ou melhor, adotando-se a origem dos tempos coincidente
com a direcéo do vetor indugdo, 4 representa o angulo formado pela direcdo da bobina com a origem dos
tempos no instante t=0.

Assim, € 6bvio que, se dispusermos sobre 0 mesmo eixo trés bobinas deslocadas entre si de 27/3 rad e
girarmos o conjunto com velocidade angular constante, no interior de um campo magnético uniforme,
obteremos nos seus terminais um sistema de tensdes de mesmo valor méximo e defasadas entre s de
27z/3 rad, conforme Fig. 1.
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(a) - Bobinas do gerador (b) - Valores instantaneos das tensdes
Figura 1. Obtencéo de um sistema trifésico de tensbes

Definimos, para um sistema polifasico simétrico, “seqiiéncia de fase” como sendo a ordem pela qual as
tensBes das fases passam pelo seu valor maximo. Por exemplo, no sistematrifasico daFig. 1, a seqiéncia de
fase € A-B-C, uma vez que as tensdes passam consecutivamente pelo valor maximo na ordem A-B-C.
Evidentemente, uma alteracdo ciclica no altera a sequiéncia de fase, isto &, a sequiéncia A-B-C € a mesma
que B-C-A e que C-A-B. A seqiiéncia A-B-C é dado o nome “seqiiéncia direta” ou “seqiiéncia positiva’, e a
segiiéncia A-C-B, que coincide com C-B-A e B-A-C, da-se 0 nome de “seqliéncia inversa’ ou “seqiiéncia
negativa’”.

EXEMPLO 1 - Um sistema trifasico simétrico tem sequéncia de fase B-A-C e \J% = 220[40° V. Determinar
as tensdes \& e \& .

SOLUCAO: Sendo a seqiiéncia de fase B-A-C, a primeira tens&o a passar pelo valor maximo sera Vg, aqual
sera seguida, na ordem, por v, e V. . Portanto, devera ser:

Vg =V, codet +6) , v, =V, codat+0-27/3 , v, =V, codet+6 - 4r/3
em que @ representa o angulo inicial ou a rotagdo de fase em relacéo a origem. No instante t=0, teremos
Vg =V, 00860 , v, =V, codf -27/3) , v, =V, codd - 4r/3

SendoV =V, /\/E fasorialmente teremos

W =Vv|e, B=V|0-27/3, & =V]|0-47/3
Por outro lado, sendo dado\% = 220|4_0° V, resulta

V=20V ; 6 +120°=40° ou 6 = -80°,

eportanto V& = 220|-80° V , \& = 220|-200° V , \& = 220}40° V

Chegariamos ao mesmo resultado raciocinando com o diagrama fasorial. De fato, lembramos que o valor
instantaneo de uma grandeza cossenoidal € dado pela projecdo do fasor que a representa (utilizando como
médulo o valor maximo) sobre o eixo real, fazendo com que os fasores girem no sentido anti-horario com
velocidade angular @ (vetores girantes). Evidentemente, poderemos imaginar os vetores girantes fixos e o
eixo real girando com velocidade angular @ no sentido horario. Em tais condi¢Bes, a origem devera
sobrepor-se consecutivamente a & , ¥ e V& (Fig. 2), ou seja, \& esta4 adiantado de 120° sobre \& , e

este esta adiantado de 120° sobre \& . Portanto devera ser:
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220]120°+40° = 220]160° = 220]-200° V
220]-200°+120° = 220|-80° V
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Figura 2. Diagrama de fasores para o Ex. 1

1.4 - Operador «a

Ao definirmos os sistemas trifasicos, vimos que, entre as grandezas que os caracterizam, ha uma rotagéo de
fasede +120°; portanto € bastante evidente que pensemos num operador que, aplicado aum fasor, perfaca

tal rotagdo de fase. Assim, definimos o operador ¢, que € um nimero complexo de médulo unitério e
argumento 120°, de modo que, quando aplicado a um fasor qualquer, transforma-0 em outro de mesmo
maédulo e adiantado de 120°. Em outras palavras,

a = 1[120° = — = + j— (1.2)

No tocante a potenciagdo, 0 operador ¢ possui as seguintes propriedades:

a' = a = 1[120°

a? = a.a = 1[120° . 1}120° = 1}-120°

a’.a = 1-120° . 1[120° = 1|0°

N
I

a’ =a’a =10°.1120° = 1[120°

Além dessas, 0 operador o possui ainda a propriedade:
1+ a +a’ = 1]0° + 1[120° + 1|-120° = O , (1.3

gue é muito importante e serd amplamente utilizada neste texto.
EXEMPLO 2 - Calcular o valor de a® — &

SOLUCAO: Da definicéo do operador ¢, temos:

o’ -« =1Hﬂ)‘1@:[_§_ﬁ]}_{_%+

Na Fig. 3, obtivemos o valor de a’ - a graficamente.
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Figura 3. Determinagao gréafica de a’—a

2 -SISTEMASTRIFAS COs Sl METRICOS E EQUILIBRADOS COM CARGA
EQUILIBRADA - LIGACOES

2.1 - Introducéo

Nos sistemas trifasicos s@o utilizadas linhas a trés ou quatro fios para a alimentagdo das cargas a partir dos
geradores. Ora, do eletromagnetismo sabemos que haver4 um acoplamento magnético entre estes fios
guando um ou mais forem percorridos por corrente. Assim, a passagem de corrente senoidal em qualquer
um destes fios ira induzir tensdes também senoidais nos demais. Para a resolucédo de circuitos, em sistemas
de poténcia, este efeito € representado através da definicdo de indutancias mdtuas entre os fios. No caso
geral, aresolucdo de circuitos trifasicos com induténcias matuas é relativamente complexa, pois o sistema
pode tornar-se desequilibrado. Para facilitar o entendimento dos métodos de calculo, neste texto vamos
desconsiderar a existéncia de induténcias mituas, ressaltando que no caso particular em que tais
indutancias sejam iguais tudo o que se apresentara continua valido, pois 0 sistema mantém-se equilibrado.

2.2 - Ligacbes Em Estrela

Suponhamos que sgjam alimentadas, a partir dos terminais das trés bobinas do item precedente, trés
impedéancias quaisquer, Z = Z| ¢ = R+ j X, porémiguais entre si (carga equilibrada). E evidente que
0s trés circuitos assim constituidos (Fig. 4) formam trés circuitos monofasicos, nos quais circularéo as
correntes:

&—@ANA—E—FOj—El_
z Zlg -7
E |-120°
% — @B_NB _ | _ E|—120°—g0
Z Z|g z—"
E [+120°
& = gﬁ_”c _ El - Ero—p
Z Z|g z—"

Isto & nos trés circuitos circulardo correntes de mesmo vaor eficaz e defasadas entre s de
27 /3rad (ou 120°).

Observamos que os trés circuitos sdo eletricamente independentes, e portanto podemos interligar os pontos
N, N; €N, que designaremos por N sem que isso venha a causar qualquer alteragdo nos mesmos. Por outro
lado, observamos que os pontos N/, , N e N;. estdo ao mesmo potencial que o ponto N; logo, podemos
interligé-los designando-os por N'.
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A corrente que circula pelo condutor NN’ é dada por

B =& +&+K& =0,

NN B C

pois as trés correntes aferentes a0 nd N’ tém o mesmo valor eficaz e estéo defasadas entre si de 2rt/3 rad.
Frisamos que poderiamos ter chegado a mesma conclusdo observando que os pontos N e N’ estédo no
mesmo potencial.

& la &

.éh la T Lng
%H ; Rz »%::I;,‘ 2

(@) - Tréscircuitos monoféasicos
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(b) - Circuito trifasico
Figura4. Sistema trifasico com gerador e carga ligados em estrela

O condutor queinterligaos pontos N e N’ recebe 0 nome de fio neutro ou quarto fio. Evidentemente, sendo
nula a corrente que o percorre, poderia ser retirado do circuito.

Podemos aqui observar uma das grandes vantagens dos sistemas trifasicos. Para a transmissdo da mesma
poténcia, sdo utilizados 3 ou 4 fios, enquanto seriam necessarios 6 fios se fossem utilizados 3 circuitos
monofésicos (conforme podemos observar naFig. 4).

Ao esguema de ligagdo assim obtido € dado o nome de circuito trifasico simétrico com gerador ligado em
"estrela’ (Y) e carga "equilibradaem estrela’ (Y), dando-se 0 nome de "centro-estrela’ ao ponto Nou N'.

Definimos:

(1) TensGo defase:  tensdo medida entre o centro-estrela e qualquer um dos terminais do gerador ou da
carga;

(2) Tensdo delinha:  tensdo medida entre dois terminais (nenhum deles sendo o "centro-estrela’) do
gerador ou da carga. Evidentemente, podemos definir a tensdo de linha como sendo
atensdo medida entre os condutores que ligam o gerador a carga;

(3) Correntedefase: corrente que percorre cada uma das bobinas do gerador ou, o que € o mesmo,
corrente que percorre cada uma das impedancias da carga;

(4) Correntede linha: corrente que percorre os condutores que interligam o gerador a carga (exclui-se o
neutro).

Salientamos que as tensdes e correntes de linha e de fase num sistema trifésico simétrico e equilibrado tém,
em todas as fases, valores eficazes iguais, estando defasadas entre si de 2r/3 rad. Em vista deste fato, é
evidente que a determinagéo desses valores num circuito trifasico com gerador em Y e cargaem Y, resume-
se a sua determinagdo para o caso de um circuito monofasico constituido por uma das bobinas ligada a uma
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das impedancias por um condutor de linha, lembrando ainda que a intensidade de corrente no fio neutro é
nula.

Em tudo o que se segue, indicaremos os valores de fase com um indice F e os de linha com indice L ou sem
indice algum.

2.3 -Relacédo Entre Os Valores De Linha E Fase Para Ligacao Estrela

De acordo com as definicBes apresentadas no item precedente, podemos preencher a Tab. 1, na qual
apresentamos todos os valores de linha e de fase para o circuito daFig. 4-b.

Tabela 1. Grandezas de fase e linha (em mddulo) num trifasico simétrico e equilibrado ligado em estrela

Valores defase | Valores delinha
Gerador Carga Gerador Carga
Corrente | Tensdo Corrente | Tensdo Corrente | Tensdo Corrente | Tensdo
I AN VAN I AN VA‘N' I A VAB I A VA'B‘
I BN VBN I B'N' VB'N' I B VBC I B VB‘C’
I CN VCN I C'N' VC'N' I C VCA l C VC‘A'

Passemos agora a determinar as relaces existentes entre os valores de fase e de linha. Iniciamos por
observar que, para aligacdo estrela, as correntes de linha e de fase sdo iguais, isto €,

&, = & &, = & &, = &

AN A BN B ? CN C

Para a determinacdo da relacdo entre as tensfes, adotaremos um trifasico com seqiiéncia de fase direta, ou
sga,

V&, 1
\%N = \&N a’
\’%N a
As tensBes de linha sdo dadas por
\KXB = \‘gﬁ\N _\'géN
\Kéc = \‘géN _\%N
\%A = %N _\'g/ﬁN
Utilizando matrizes, temos
K 1 a’® 1-a°
Ve | =\ o | -y |a | =B |a® -«
B, lo 1 a -1

Salientamos porém que
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1-a’ = 1—{—§—§1}= \/§L—+§J} = V330

2

a’—a =a’1l-a’) = azx/§|3£’

a’-1=a (1—0:2):0( \/§|3£’

Portanto
B 17 |\ V330
\ﬁéc = ﬁ@\ﬁfw a’| = \ﬁéN \/§|3£ (21
\%A a \ﬁéN \/§|3£

Da Eg. (2.1), observamos que, para um sistema trifésico simétrico e equilibrado, na ligac8o estrela, com
seqiiéncia de fase direta, passa-se de uma das tensdes de fase a de linha correspondente multiplicando-se o
fasor que a representa pelo nimero complexo

3o

Podemos chegar as mesmas conclusdes graficamente, utilizando o diagrama de fasores. De fato, &, é dado
pela soma de V& com \&, = —\& . Construimos, na Fig. 5, o fasor \&_, e procedemos a soma

graficamente. Note-se que o triangulo MOP € igual a0 NOP e € isdsceles; portanto o angulo POM é a
metade de MON, que vale 60°. Finamente, 0 médulo do fasor &, ¢é dado por

Vie = M| = 2V, cos(M GIP) = 2V, cos30° = 3V,
Analogamente, determinam-se as demais tensdes de linha.

Devemos salientar que, em se tratando de trifasico com seqiiéncia de fase inversa, passa-se de uma das
tensdes de fase a correspondente de linha multiplicando-se o fasor que representa aquela grandeza por

V3|-30°

conforme se pode observar do diagrama de fasores da Fig. 6.

Vea View ~Vaw Vag® ¥3 Viag®

................ N«

Figura 5. Obtenc&o das tensBes de linha a partir das de fase. Sequiéncia de fase direta
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Figura 6. Relagdo entre os valores de fase e linha para um trifasico simétrico com seqiiéncia de fase inversa, ligagdo em
estrela

Analiticamente, teremos

Wl (W] [ 1 a 1-a
\ﬁéc = \ﬁéN - \'gc‘;N :\'gf\N a _\&AN a? :\&AN a -a’
V&, Ve, V&, a’ 1 a* -1
Mas
(1 \/§_\ f\/§ 1.\
1—a:1—L—E+?JJ=\/§L7—EJJ:\/§|_ﬂO
a—a2=a(1—a)=a\/§|—ﬂ’
a2—1=a2(1—a)=a2\/§|—ﬂ°
e portanto,
I—AB—I I—l—I I—AN\E&O—I
B | = VB30 [ | = [\, V3130 (22)
Y lo*] |8, Epao]

No caso da determinacdo das tensfes de fase conhecendo-se as de linha, surge uma indeterminacdo. De
fato, supondo-se uma seqliéncia de fase direta, os valores

& ] 1]
- [
L\%NJ ﬁla_taj

representam uma terna de fasores de tensdes de fase que satisfazem aos dados de linha. Sendo \&, ., uma
tensdo qualquer, os valores

também satisfazem as condic6es impostas, pois
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][] ][] ] ] ]
B = BT =V [V [ = [V T [V | =
e e ) bee bed leod b L,
[1] [1-1] [1 ]
=\€§N(1—a2)|a2|+\1%N,|1—1|=‘£;N \/§|30°|0:2
la | [1-1) P

Ora, sendo o valor de V&, qualquer, existem infinitos valores de tensdes de fase aos quais corresponde uma
Unica terna de valores de linha. No entanto, salientamos que existe uma Unica terna de valores de fase que
constitui um trifésico simétrico. A componente \;%N, representa uma tensdo que é somada aos valores de
fase, e portanto representa um deslocamento do centro-estrela em relacdo aterra. De fato, as tensdes dadas
podem ser representadas por um gerador de f.em. \tg,tw ligado entre a terra e o centro-estrela de trés

geradoresdef.em. \&, = B \& = o’BeV], = a .

E
- B

1 |

ek
]__H._-(::-_ L:
w( |28 ¢

: ®

Figura 7. Interpretago da tensfio \&, .

Em conclusdo, em se tratando de gerador trifasico simétrico aterrado, a tensdo de fase esta determinada,
desde que se conhegam as tensdes de linha, pois neste caso obrigatoriamente \I%N, = 0. Na hip6tese do
gerador ndo estar aterrado, conhecemos as tensdes de fase em relagdo ao centro-estrela, porém, com relacéo
aterra, estéo indeterminadas, pois, nesse caso, ndo temos elementos para a determinagéo do deslocamento
do centro-estrelaem relacdo aterra.

EXEMPLO 3 - Uma carga equilibrada ligada em estrela é alimentada por um sistema trifasico simétrico e
equilibrado com sequiéncia de fase direta. Sabendo-se que \l%N = 220[58° V, pedimos determinar:

(a) as tensfBes de fase na carga;
(b) as tensbes de linha na carga.

SOLUCAO:
(a) Tensdes de fase na carga

Sendo o trifasico simétrico, sabemos que os médulos de todas as tensdes de fase sdo iguais entre si. Logo,
Viw = Vay =V =220V

AN

Por outro lado, sendo a sequiéncia de fase direta, sabemos que, partindo da fase B, deverdo passar pelo
méaximo, ordenadamente, as fases C e A. Logo, o fasor \& esta adiantado de 120° sobre o fasor V& e

este esta adiantado de 120° sobre \%N . Portanto, com relagao as fases, temos:
fase de \&, =fase de \&, — 120° = 58°-120° = —62°
fase de \&, =fase de \&, — 120°= —62°-120°= -182°= 178°

Finalmente, resulta:

10
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K& = 22058° V & = 220-62° V &, = 220[178° V
Usando matrizes, teriamos:
K, 1 1 220 58°
B | =V, | a® | = 220[58° | @® | = | 220-62° | V
K, a a 220[178°

(b) Tensdes de linha na carga

De (2.1), resulta:
\‘8&3 =220 [178° J3 |30° = 380|208°V = 380-152° V
V&, =220 [58° 3|30° = 380 68" V
&, = 220|-62° V/3[30° = 380|-32°V

DRIGES DO AMGuGE

Figura 8. Diagrama de fasores para o Ex. 3

EXEMPLO 4 - Resolver o exemplo precedente admitindo-se sequéncia de fase inversa.
SOLUCAO:

(a) Calculo das tensdes de fase na carga
Como no exemplo precedente, os médulos das tensdes de fase sdo todos iguais e valem 220 V.

Para a determinagéo da fase de \I%N e \)g,gN salientamos que, em sendo a seqiiéncia de fase inversa (B-A-C)
o fasor W& esta atrasado de 120° em relaggo ao fasor \&, , e o fasor V& esta atrasado 120° em relagéo ao

\& . Logo,
%, - 208 v
B, = 220[58°~120° = 220|-62° V
&, = 220|-62°-120° = 220|-182° = 220[178° V

(b) Célculo das tensdes de linha na carga

De (2.2), resulta:

11
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\&. = 220|-62° /3 |-30° = 380|-92°V
V&, =220 [58° +/3|-30° = 380 [28° V
&, = 220 |178° /3|-30° = 380 [148° V

Na Fig. 9, apresentamos o diagrama de fasores.

S i Vi
-
. S .-’r e i
e i -
o e
-, e
T e DA B
N v S o
.h"\.'\.
iy
LT
Yam

Figura 9. Diagrama de fasores para o Ex. 4

2.4 -Resolugéo De Circuitos Com Gerador E Carga Em Estrela

Para a resoluc&o de circuitos trifasicos, pode-se proceder do mesmo modo que para 0s monofésicos, isto €,
podemos utilizar andlise de malha ou nodal ou, ainda, qualquer dos métodos aplicaveis a resolucdo dos
circuitos monofasicos. Porém, como veremos a seguir, o caculo do circuito fica bastante simplificado
levando-se em conta as simetrias existentes nos trifasicos simétricos com carga equilibrada.

Exemplificando, suponhamos que se queira resolver o circuito da Fig. 10, no qual conhecem-se as tensdes
de fase do gerador (sequéncia direta) e as impedancias da linha e da carga, Z' e Z, respectivamente.
Pretendemos determinar as correntes nas trés fases. Conhecemos:

K, 1
. | = E|lO|a” . Z=12Z|g, e Z2'=7|g9,
\%N a
B . -
P ik Ta ._LI B BT
i F e , B
—< =
F
| | -
E e — g
e B 1 (-} 0
o—( ) - —-— "
e -_'--"\.
! a )
El-l‘““':l"' —— 5 =
= E l|: 4 " |_{—|
— — ! | M |

Figura 10. Circuito trifésico em estrela

Procedendo a resolucgéo pelo método das correntes ficticias de Maxwell, teremos duas malhas, NAA'N'B'BN
e NBB'N'C'CN, nas quais adotaremos as correntes y e , respectivamente. Logo, teremos

12
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o8 & -\ B - \&
2, _ _ AN ~ VBN _ 2 _ BN ~ VCN ,
A
eentdo
7= e [2V — (B + V)]
3z +z) " T T T

Por outro lado, observamos que

\%N+\£éN :\%N(a2+a):—\&N
eque
\B,LAN +\£§N :\gf\N (l+a2) = _a\&&N = _\&CN
logo
Z+Z7Z ’ Z+7Z
e portanto
& B0
k%:}/:_AN_ - ——
Z+ 7' Z+7Z
1 a’’ 6
& = — = —\& _\& = En = _:aZ&
5= -7 Z+Zw b~ Vi 7+72  Z+7 A
& a Ble
%:—ﬂ: _CN = L:a&

Z+7Z Z+7Z

As expressdes acima mostram que teria sido suficiente calcular a corrente K , dada pela relagdo entre a
tensdo da fase A e a impedancia total da mesma fase (Z + Z'). Determinamos as correntes & e f&
simplesmente imprimindo a K uma rotagZo de fase de —120° e +120°, respectivamente.

Podemos chegar a0 mesmo resultado de maneira muito mais fécil, isto é, comegando por observar que,
sendo um sistema trifasico simétrico e equilibrado com carga equilibrada, os pontos N e N’ estdo ao
mesmo potencial, ou sgja

8, =V,

AN

13
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Logo, podemos interliga-los por um condutor sem alterar o circuito, dado que nesse condutor ndo circulara
corrente. Nessas condic¢des, o circuito da Fig. 10 transforma-se no da Fig. 11, no qua temos trés malhas
independentes:

NAA'N'N, NBB'N'N e NCC'N'N

Salientamos que as impedancias das trés malhas sfo iguais e valem (Z + Z'), e asf.em. das malhas valem
B, o’ &, aR.

Portanto as trés correntes valeréo

& a’ & ) a B
B, = , BB - o o, « I&AA' , lg(‘:(:' =_ -, T a I&AA'
Z+7Z L+ 7Z Z+Z
EwifLE® ,
B & - I gt b
i g S | 5 ¥ e - .
A5 e S - PR

Figura 11. Circuito trifésico em estrela com neutro

Devemos notar que tudo se passa como se tivéssemos que resolver o circuito monofasico da Fig. 12, no
qual interligamos os pontos N e N’ por um fio de impedéncia nula.

a Z
T

L ——

™

|.‘_.__,l+
4
£

_FID_NEUTRO FiCTicio [ Z »

Figura 12. Circuito monofésico equivalente

EXEMPLO 5 - Um alternador trifasico alimenta por meio de uma linha equilibrada uma carga trifasica
equilibrada. Conhecemos:

(1) a tensao de linha do alternador (380 V) e a freqiiéncia (60 Hz);

(2) o tipo de ligacdo do alternador (Y);

(3) o numero de fios da linha (3);

(4) aresisténcia (0,2 Q) e a reatancia indutiva (0,5 Q) de cada fio da linha;
(5) aimpedéancia da carga (3 +j 4 Q).

Pedimos:

(a) as tensbes de fase e de linha no gerador;

(b) as correntes de fase e de linha fornecidas pelo gerador;
(c) as tensbes de fase e de linha na carga;

(d) a queda de tenséo na linha (valores de fase e de linha);
(e) o diagrama de fasores.

SOLUCAO:

(a) Tensdes de fase e de linha no gerador

14
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Admitindo-se sequiéncia de fase A-B-C, e adotando V,, com fase inicial nula, resulta

B, = 220[0° V
&, = 220|-120° V
&, = 220[120° V

e portanto

W = V330 V&, = V3[30°. 220[0° = 380j30° V
V. = V330°\&, = +/3|30°.220|-120° = 380|-90° V
W, = J3[30°\&, = V3[30°.220[120° = 380[150° V

(b) Determinacéo da intensidade de corrente

O circuito a ser utilizado para a determinagao da corrente é o da Fig. 13.b, no qual temos

Wy = B[R+ R+ (X + Xc)]

isto &,
' 220|0°
g - Vi _20+j0 _ 9815460 A
R+ R+ j(X+ X)) 32+ j45 552[p46° E—

Logo,

B = 3984|-546° A

& = 3984|-1746° A

& = 3984[654° A

& 020 050 s

B G20 0AN

o200 050
PP AR

(&) Circuito trifasico

" 020 050 s
0
* 3,00
4,00
N _NEUTRO FICTicCIO(Z=0) __ _ N

(b) Circuito monofasico equivalente

Figura 13. Determinag&o do circuito monofasico equivalente
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(c) Tenséo na carga
(i) valores de fase:
W&, = Z. & = 5[531°.3984|-546° = 1992|-15° V

&, = 1992]-1215 V
W, = 1992]-1185 V

(i) valores de linha:

Vo = V3[30°\&, = +/3.1992|285° = 345285° V
Vo = V3[30°V&,, = +/3.1992|-915 = 345-915° V
V&, = 3[30°\&,. = +/3.1992[1485 = 345[1485° V

(d) Queda de tenséo na linha
(i) valores de fase:
Wy -y =V, = Z B = 054[682°.3984|-546° = 215[136° V

WKy — Vo = W = 215[-1064° V
\%N _\&’N’ = \%c' = 215[1336° V

(ii) valores de linha:

\BXB_\&NB’ Z(I&—I‘%)zfl&(l—az):ZI%@B_OO:ZJ.,S@.«/EB_OO:?:ZZ@V

B, — & = 372]-764° V
K, -V, = 372[1636° V

(e) Diagrama de fasores

Na Fig. 14, representamos o diagrama de fasores.

Mo e Yan
Wea o,

%Lh'\‘"",\_.,\b

e ™

Figura 14. Diagrama de fasores para o Ex. 5
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2.5 -Ligacdes Em Triangulo

Retomemos as trés bobinas do item 1.3, e vamos ligélas a trés impedancias Z iguais entre si, conforme
indicado na Fig. 15. Notar que as mahas AA'N',N,A, BB'N;N,B e CC'N'.N.C séo eletricamente
independentes, logo, podemos interligar os pontos C e N, sem alterar em nada o circuito. Por outro lado, os
pontos C' e N';, estéo ao mesmo potencial; logo, podem ser interligados, e podemos substituir os condutores
C-C' e Ng-N'; por um unico condutor. Os pontos comuns CN, e C'N',  serdo designados por C e C,

respectivamente. Apés redlizar a interligagéo desses pontos, observamos que a maha AA'N',NA €

€l etricamente independente do restante do circuito; portanto, por raciocinio anadlogo, podemos interligar os
pontos AN, e AN’ , que designaremos por A e A, respectivamente. Finalmente, observamos gue os pontos

B e N, estéo a0 mesmo potencial, pois
Vi, =y, + VM + Vg, =0 (2.3)
e que os pontos B' e N', também estéo ao mesmo potencial, pois
Vi, = Vg + Ve VB, = B 2+ B Z 4 &, Z
isto é,
Ko, = Z (Bony + By + By ) = Z:0=0
Portanto, poderemos interligar os pontos BN, e B'N', obtendo os pontos B e B', respectivamente.

Assim, passamos para o circuito da Fig. 15.b, no qual o gerador e a carga estéo ligados em tridngulo.

—

(A)

im}) - Trés circutos monofBsicios

(b) - Circuito trifasico com gerador e carga em tridngulo
Figura 15. Representagéo da ligagdo triangulo
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Salientamos que a Eq. (2.3) € condic&o necessaria para que seja possivel ligar um gerador em tridngulo sem

gue haja corrente de circulagdo.
De acordo com as defini¢des anteriores, as tensdes de fase séo:
(a) no gerador
Vi, =¥ o VR, =V L W% =¥,
(a) nacarga

\KX'NA = \&w ) \’gé'N'B = \@ﬁ’c ' V%'N'c :\‘gé'A’

As tensBes de linha no gerador e na carga sao:

Mo o M Wy e Ve o o o Wy

As correntes de fase sdo:
(a) no gerador
B, = & 0 By, =R By = &
(a) nacarga
By = B 0 By = Ko o By = &
As correntes de linha sdo:

B o K e K

2.6 -Relacdo Entre Os Valores De Fase E De Linha Para A Ligacao

Triangulo

Na ligagdo tridngulo, quanto as tensdes é evidente que ha igualdade entre as de fase e as de linha. Para a
determinacdo da relacdo entre as correntes de linha e de fase, adotaremos inicialmente um sistema trifasico

simétrico e equilibrado com seqiiéncia de fase direta, ou sgja,

'8&'8' =10
Igé,c, =110 -120°
%,A, =110 +120°

ou, com matri zes,

Bg 1
_ 2

Ké'c' = K/LNB’ a

Bx a

Aplicando aosn6s A', B' e C' daFig. 15.b a 12 lei de Kirchhoff, obtemos

Ig}&A' = 8&\'3' - %’A’
KéB’ = 8%’0 - Ig}&'s'
Igéc' = &’A’ - I&é'c'

18
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Matriciamente, teremos

B e B 1 4
Be | = B |~ |Be | = Be |’ |- Ke |l
B B e @ a’
ou sga,
&, 1l-a
B | = B |a® - 1
B a —a

Porém, como visto anteriormente,

1-a = ~3-30° , a® —1=a?3-30° , a - a® = a~3-30
logo sera
B 1
B | = V3-30° By | o (2.4)
%c' a

Ou sgja, num circuito trifasico simétrico e equilibrado, seqiiéncia direta, com carga equilibrada ligada em
tridngul o, obtemos as correntes de linha multiplicando as correspondentes de fase pelo nimero complexo

V3|-30° (2.5)

Com construgdo andloga a realizada no item 2.3 e utilizando as Eq. (2.4), obtemos as Eq. (2.4)
graficamente, Fig. 16.

e

Figura 16. Relagéo entre os valores das correntes de fase e de linha na ligag8o tridngul o, seqiiéncia de fase direta
Pode-se demonstrar (Fig. 17) que, analogamente a quanto foi feito, sendo a seqiiéncia de fase inversa, as

correntes de linha estardo adiantadas de 30° sobre as correspondentes de fase, isto &, para a seqiiéncia de
fase inversa, teremos
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Ig}&A' = &A’B’ \/§|3_OO
B = & V3130 (2.6)
& = B VIR0

No caso da determinacdo das correntes de fase conhecendo-se as de linha, surge uma indeterminacéo. De
fato, supondo-se uma seqliéncia de fase direta, os valores

B 5 1

Be | = =2—|a?
J3|-30°

K, =0,

representam uma terna de fasores de correntes de fase que satisfazem aos dados de linha. Sendo K. uma
corrente qualquer, os valores

Bre 1 1
Be | = Bo | |+ Bnc |1
B 4 1

também satisfazem as condic6es impostas, pois

Ba | [Be| [Ba '8& o] [Bre| [Bal [Bre
B | = |Be |- | B | = + | B |- | B Bre | =
& SN B Brc & Birc

1 1 1
= Be (1-a)|a® |+ K a

1-
a 1-

‘%

A1
1| = By V33
1

Assim, como o valor de K. € qualquer, existem infinitos valores de correntes de fase aos quais
corresponde uma Unica terna de valores de linha. A componente K .. representa uma corrente de

circulagdo; no entanto, para uma carga trifasica equilibrada alimentada por um sistema de tensGes trifasico
simétrico, esta componente sera sempre nula. Desta forma, as correntes de fase estéo determinadas, desde

que as correntes de linha sgjam conhecidas, pois neste caso obrigatoriamente & . = 0.

fer L e - lax
“""-\-\_\__\_ .__:ﬂ' ._--_____.-,
e # -
L M, - W Sl - e
Lo !
Ny
R
u,

Lew Lo

lger

Figura 17. Relag&o entre os valores das correntes de fase e de linha na ligag8o tridngul o, seqiiéncia de fase inversa
2.7 -Resolucéao De Circuitos Trifasicos Em Triangulo
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Conforme ja foi dito, os sistemas trifasicos podem ser resolvidos utilizando-se qualquer dos métodos de
resolucdo de circuitos, porém, devido as simetrias existentes nos trifasicos, empregam-se solucdes
particulares que muito simplificam a resolucéo.

Suponhamos ter que resolver um circuito trifasico simétrico e equilibrado em que temos um gerador ficticio
ligado em triangulo* que alimenta por meio de uma linha de impedancia Z' uma carga com impedancia de
fase Z , ligadaem triangulo (Fig. 18).

c

Y Y — ~

| | ' A .
- o
! o I T —— 2| n:k\ .
B 2 g

Figura 18. Circuito trifasico em triangulo

Resolvendo-se o sistema por correntes ficticias de malhas, resultam as equactes

¥
Il

27" + Z)a - Z'B - Zy
Ve =-Z'a+(2Z'+Z)B - Zy
0 =-Za-ZB+ 3Zy

das quais poderemos determinar osvaloresde o , f e y .

Como aresolugdo do sistema acima é por demais trabal hosa, vamos abandoné-la e tentar um novo caminho,
isto € vamos aplicar alei de Ohm a malha AA'B'BA €, lancando mé&o das simetrias do sistema, determinar o
valor dacorrente K., . Adotando-se seqiiéncia de fase direta, resulta

Bo = 110, B = 11200, K, = I [120°

B, = &AZ'+|8XB,Z'—|&§Z':(ng—lgé)Z’-klgk,B,Z’
sendo
K- & :@IF@_O‘Z\EW@:\/§|F|_ﬁ(l_a2):\/§|F|_ﬁ V330 = 31,

ou K - & =31_; logo

Ve = (32" +Z) I, (2.7)

* Nos sistemas trifasicos, ndo é usual a utilizacdo da ligagdo em tridngulo para um gerador, pois a tensdo gerada néo é
puramente senoidal, isto € existe uma componente de 32 harménica que tem tensdes
Ey cog3at) , E, cos[3(cot — 27z/3)] = E, cof3at) e E, co{:%(a)t + 271/3)] = E, cog3at)e que
daralugar a uma corrente de circulagdo, conforme aEq. (2.3).

Adotando-se \&; = V| ¢ , resulta
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Vecosg = I (3R + R)

Vseng = I (3X' + X)
e portanto
I = v S
T JeR R+ (3x s x)? [+
v =AU RTR
Assim, temos
\VJ \%
By = WL . B = m—lZOO . B o= m@

A Eq. (2.7) mostra-nos gue o problema proposto transforma-se no da determinacdo da corrente que circula
numamalha cujaf.em. vale \&; e cujaimpedanciaé 3Z' + Z.

Chegaremos ao mesmo resultado muito mais facilmente substituindo a carga ligada em tridngulo por outra
gue Ihe sgja equivalente, ligada em estrela (Fig. 19). De fato, lembrando a transformacdo tridngulo-estrela,
deveremos substituir a carga em tridngulo cuja impedancia de fase vale Z, por carga em estrela cuja
impedéancia de fase vale Z/3. Substituindo-se o gerador em tridngulo por outro em estrela, de modo que a

tensdo de linha sgja a mesma, recaimos no caso j& estudado de ligagdo em estrela, resultando
-, Z
W =¥ = B, | Z +§

logo,
g - 3
3Z'+Z
Finalmente, a corrente de fase, na carga em triangulo, é dada por

By = B _ 3%, _ B, V3[30° e

V3[-3°  (3Z'+Z)V3|-30 3Z'+Z 3Z'+Z

(a) Circuito trifasico em estrela (b) Circuito monofasico equivaente

Figura 19. Substituic&o do circuito em tridngulo por equivalente ligado em estrela

EXEMPLO 6 - Um gerador trifasico alimenta por meio de uma linha uma carga trifasica equilibrada.
Conhecemos:

(1) o tipo de ligagdo do gerador (A ) e da carga (A );
(2) a tensao de linha do gerador (220 V), a freqiiéncia (60 Hz), e a seqliéncia de fase (direta);
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(3) aimpedancia de cada um dos ramos da carga, (3 + j4) Q;
(4) aresisténcia 0,2 Q e areatancia indutiva 015 Q de cada fio da linha,

Pedimos:

(a) as tensbes de fase e de linha no gerador;
(b) as correntes de linha;

(c) as correntes de fase na carga;

(d) as tensbes de fase e de linha na carga;
(e) o diagrama de fasores.

SOLUCAO:

(a) Tensdes de fase e de linha no gerador

As tens@es de fase coincidem com as de linha e valem, para a sequéncia A-B-C,

e 1
K. | =220 |a®| V
VgéA a

(b) Determinacgéo das correntes de linha

Substituindo a carga em triAngulo por outra equivalente em estrela, temos o circuito da Fig. 20, do qual
obtemos:

o -V _ [200)(V3R0)

Z'+Z/3 12+ j148
Logo,
127]-30°
= —— = 666|-81° A
% = Topr il
e entdo B, = 666/-201° A, K. = 666[39° A
A Z'=0.2 +|OiS A
= | | -
% = .'!| %o pa
M N’

Figura 20. Circuito equivalente para o Ex. 6
(c) Determinagéo das correntes de fase na carga

Na carga em triangulo, teremos:
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B eeeLer
So = B~ o
Be = 38517 A

Ig('f'A' = 38'5@ A

= 385|-51° A

(d) Determinacgéo das tensdes na carga

Da Fig. 20, obtemos:

Z  666|-81°.5531°
B, = &Aé _ 5681 B3 _ 111}-279° V

3
K, = 111}-1479° V
WK, = 111]921° V

As tensOes de fase e de linha na carga s&o iguais, e valem:

Bo = Vo V/3[30° = 111]-27,9° .V3[30° = 192[2° V
\ﬁé,c, = 192|-1179° V
\%,A, = 192[1221° V
(e) Diagrama de fasores

Na Fig. 21 representamos o diagrama de fasores.

el

Wl

ig'e

Figura 21. Diagrama de fasores para o Ex. 6

Yialn

3 - POTENCIA EM SISTEMAS TRIFASICOS
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3.1 - INTRODUCAO

Sabemos que a poténcia instanténea, absorvida por uma carga, € dada pelo produto dos val ores instantaneos
da tensdo pela corrente; isto €, sendo

v =V, cos(at + 6) ,vaor instantaneo datensdo, em que & é o angulo inicial da tenséo;
=1, cos(a)t + 5) ,valor instantaneo da corrente, em que 6 € o anguloinicial da corrente,

sera
p=vi=V,l, cos(at + 6)cos(at + J)
Por outro lado, temos que
cos(a — fB) + cos(a + ) = 2cosa cos B
Fazendo o = ot + 0 e B = wt + &, se9a
p = %[cos(a)t + 60— ot — ) + cos(at + 6 + ot +5)]
Lembrando que os val ores eficazes estéo rel acionados com 0s méximos por V2

Vu
V2

| = Iw (valor eficaz da corrente),

72

e adotando-se:

V = (valor eficaz datensdo),

¢ = 6 — 6 : defasagem entre atensdo e a corrente na carga,
resulta:

p=Vlicosp+VIcos(2at + 0+ ) (3.1

A Eg. (3.1) mostra que a poténcia fornecida a carga é constituida por duas parcelas, uma V | cos ¢,
constante no tempo, eaoutra, V | cos(2 wt + 60 + 6) , varidvel no tempo com uma freqiiénciaigua aduas
vezes afregiénciadarede.

A primeira parcela dada pelo produto dos valores eficazes da tenséo e corrente pelo cosseno do angulo de
rotagdo de fase entre ambas (designado por fator de poténcia da carga) representa a poténcia que é
absorvida pela carga sendo transformada em calor ou em trabalho, isto €, a poténcia ativa. A segunda
parcela, variando cossenoidal mente no tempo, representa uma poténcia que ora é absorvida pela carga, ora
é fornecida pela carga; seu valor médio nulo representa uma energia que, durante um quarto de periodo, é
absorvida pela carga e armazenada no campo magnético ou elétrico ligado ao circuito e, no quarto de
periodo seguinte, é devolvida a rede. E designada por poténcia flutuante.

Na Fig. 22 representamos uma carga monofasica constituida pela associagdo em série de um indutor com
um resistor e representamos os valores instantdneos da tensdo, corrente e poténcia. Nesse circuito,
substituindo-se o indutor por um capacitor de capacidade conveniente para ndo alterar o valor maximo da
corrente, observamos que a poténcia ativa ndo se altera, a flutuante mantém seu valor méximo, sofrendo
porém uma mudanca em sua fase inicial. Isso nos mostra que, do conhecimento da poténcia ativa, da tensdo
e da corrente na carga, podemos determinar o fator de poténcia da carga, porém ndo podemos determinar

25



PEA - Eletrotécnica Geral Circuitos Trifasicos

sua natureza (capacitiva ou indutiva). Evidentemente deveremos definir alguma outra grandeza que nos
permitalevantar essaindeterminacao.

; ; . ;

- | T

{a)

(121 in

[ch {g)

idi ! 11

Figura 22. Poténcia instantanea em circuitosmonofésicos(H =0,0 = J_rgo)

(a) Circuito R-L  (b) Curvas de tensdo, corrente e poténcia no circuito R-L
(c) Curvade poténcia ativano circuito R-L  (d) Curva de poténcia flutuante no circuito R-L
() Circuito R-C (X, = X) (f) Curvas de tensio, corrente e poténcia no circuito R-C

(g) Curvade poténciaativano circuito R-C  (h) Curva de poténcia flutuante no circuito R-C
Assim, por analogia com corrente continua, onde a poténcia era dada pelo produto da tensdo pela corrente,
define-se poténcia aparente, S, ao produto dos valores eficazes da tensdo pela corrente, isto €,
S=VI 3.2
A poténcia ativa, evidentemente, serd o produto da poténcia aparente pelo "fator de poténcia’, isto €,
P=VIcosp = Scosg (33

Finalmente, define-se poténcia reativa, Q, ao produto da poténcia aparente pelo seno do angulo de rotacdo
de fase entre atensdo e a corrente nacarga, isto €,
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Q=Vlisng = Sseng (3.4)

Notamos que, na Eq. (3.4), a poténcia reativa fornecida a uma carga pode ser positiva (go > 0) ou negativa
(q) < 0). Pela convencdo adotada, ou seja, sendo ¢ a rotagéo de fase entre a tensdo e a corrente
(p = 6 - 6), resulta

- poténciareativa absorvida por uma carga indutiva: positiva(¢ =60-6 > O);

- poténcia reativa absorvida por uma carga capacitiva: negativa (¢ = 6 — § < 0),

que esté de acordo com a convengao geralmente adotada em sistemas el étricos de poténcia.

Salientamos que as poténcias ativa, reativa e aparente tém a mesma dimensdo, pois sen@ e cos¢ S80

adimensionais; logo, deveriam ser medidas na mesma unidade. No entanto, a fim de se evitarem confusdes,
optou-se por definir trés unidades diferentes, a saber:

poténcia ativa: WATT (W);
poténciareativac. ~ VOLT-AMPERE-REATIVO (VAr);
poténcia aparente:  VOLT-AMPERE (VA).

Entre as poténcias aparente, ativa e reativa, existe arelacéo

S=P?+Q (35)

Portanto podemos definir a poténcia complexa por
S=P+jQ=S8]|

Conhecendo-se os fasores representativos da tenséo e da corrente numa dada carga, a poténcia complexa
pode ser calculada pelo produto do fasor \& pelo complexo conjugado da corrente ( & ), OuU sgia,

S = \&& (3.6)

De fato, sendo

resulta

VM =V[0.1|-6 =V I[0-5=VIcos(d-5)+|VIsn(0-5) =
=Vlcosp+jVisnpg=P+jQ=S

Evidentemente 0 &ngulo ¢ = 6 — § sera positivo quando a carga for indutiva, e negativo quando a carga
for capacitiva. Logo, essa relacéo estd concorde com a convencdo adotada para a poténcia reativa.

EXEMPLO 7 - Determinar a impedancia de uma carga que absorve (100 + 50) KVA quando a tensdo
vale 220 V.

SOLUGAO:

. logo, K= S

ol 0

Temos K& =

%
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®
<

\BE
S

Entdo Z =

»l %
()]
()]

Adotando-se V&=V |0° = 220|0° V

- 220° .
resulta Z = [100- 50 107 (03872 +  0,1963) Q

3.2 - Expresséo Geral Da Poténcia Em Sistemas Trifasicos

Sejauma cargatrifasicanaqual os valores instantaneos das tensdes e correntes de fase sao:

Vo =V, cos(at + 6,) in =1, COS(at +5,)
Vg = Vg, Cos(at + 65) ig = Ig, cos(at + &)
Ve =V, cos(at + 6) ic = lg, cos(at + 5¢)

A poténciainstanténea em cada fase é dada por

Pa = Vain = Vg, g, €OS(0, — 54) + Vi, g, COS(20t + 0, + 5,)
Pg = Vgip = Vg, I, COS(0g — 55) + Vi, I¢, COS(2at + 05 + 55) (3.7)

cos(2wt + O + 5¢)

C

Pe = Veic = Ve I, C0s(0c — ) + Ve, ¢

emaque Ve, Vg, € Vg s30 osvaores eficazes das tensbes de fasee 1, , I
eficazes das correntes de fase.

e g sdo osvalores

B

Fazendo-se
Op—0p = @a
O — 05 = @3
Oc — 6c = ¢c
resulta

Pa = Ve, lp, COS@, + Ve, I COS(20t + 6, — 0,)
Ps = Ve, I, COS@g + Ve, Ip COS(2a0t + 65 — 9p)

Pe = Ve, g COSpe + Ve Ip cOS(20t + 6, — ¢¢)
A poténciatotal é dada por
P=PatPs+ Pc
Portanto, o valor médio da poténcia sera
P=P +PF+FR =V, I cosp, +V | cospg +V I cose

A poténcia complexa sera

S=5+5+& =% 8 +\& & +\& B

Tratando-se de trifasico simétrico, com seqiiéncia direta, teremos
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€, sendo a carga equilibrada,

Substituindo esses valores nas Eq. (3.7) resulta

Pa = Ve lp COSp + Ve I cos(2at + 0, — o)
P = Ve lpcosp + Ve I cos(2at + 0, — 47/3 - ¢)
Pe = Ve lp cosp + Ve I cos(2at + 0, + 47/3 - o)

e portanto, a poténciainstantaneatotal é dada por
P=Pa+ Pg+ P =3V Icosp =P (3.9)
isto &, nos trifasicos simétricos e equilibrados a poténcia instanténea coincide com a poténcia média.

A poténcia complexa serd dada por

*

S-\& B 'V (a' B ) + o, («8,)

mas, sendo

resulta

S=V¥ & +\& & +\& & -3% K&

Desenvolvendo, obtemos

S=3V.|0,.1. -6, =3V .10, — 6, =3V, ||

entéo
S=3V.l.cos¢+ |3V Il seng (3.9
Da Eg. (3.9), notamos que
S =3V I
P = 3V; |- cose (3.10)
Q =3V Il seng

Uma vez que, usuamente, nos sistemas trifasicos ndo se dispde dos valores de tensdo e corrente de fase, é
oportuno transformar as Eg. (3.10) de modo a termos a poténcia complexa em funcdo dos valores de tenséo
delinha, V, , e da corrente de linha, |, . Para tanto, suponhamos inicialmente a carga ligada em estrela;

teremos
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V,
Ve = - | le =1
F \/§ F L
Logo,
§:3V—LI cosw+j3V—LI seng = A3V, I cosg + j3V, |, seng
\/5 L \/5 L L 'L L 'L
ou sga,
S=43V I,
P =43V, I cosg (3.12)

Q:\EVLILsen(P

Admitindo-se a carga ligada em tridngul o, teremos

Ve =V, , . =%
Logo,
S = 3VL%COS¢+ j3VL%sen(p =3V, I cosp+ jN3V, I, seng
ou sga,
S=43V I,
P =43V, I cosg (312

Q:\EVLILsen(P

As Eq. (3.11) e (3.12) mostram-nos que a expressao geral da poténcia complexa para trifasicos simétricos
com carga eguilibrada é funcdo exclusivamente dos valores da tensdo de linha, da corrente de linha, e da
defasagem, para uma mesma fase, entre a tenséo de fase e a corrente de fase. Define-se fator de poténcia de
uma carga trifasica equilibrada como sendo o cosseno do angulo de defasagem entre a tensdo e a corrente
numa mesma fase. Em se tratando de carga desequilibrada, o fator de poténcia é definido pelarelagdo P/S

ou P/ JP? + Q® . Em conclus3o, podemos afirmar que:

- Num sistema trifasico simétrico e equilibrado, com carga equilibrada, a poténcia aparente fornecida a
carga é dada pelo produto da tensdo de linha pela corrente de linha e por V3.

- Num sistema trifasico simétrico e equilibrado, com carga equilibrada, a poténcia ativa fornecida a carga
€ dada pelo produto da tensdo de linha pela corrente de linha, pelo fator de poténcia e por V3.

- Num sistema trifasico smétrico e equilibrado, com carga equilibrada, a poténcia reativa fornecida a
carga é dada pelo produto da tenséo de linha pela corrente de linha, pelo seno do angulo de defasagem

entre atensdo e a corrente nafase e por J3.

Isto € num trifésico simétrico e equilibrado com carga equilibrada, qualquer que sgja o tipo de ligagéo, sdo
vélidas as equacdes
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S=43Vv, 1,

P = \/§VL I, cose (313)
Q=+3V, I _sengp

S=P+jQ=3% I_

EXEMPLO 8 - Uma carga trifasica equilibrada tem fator de poténcia 0,8 indutivo. Quando alimentada por um
sistema trifasico simétrico, com seqiéncia de fase direta e com \&B = 220|2E V , absorve 15200 W.

Pedimos determinar o fasor da corrente de linha.
SOLUCAO:
(a) Determinag&o do médulo da corrente (1)

Temos

- P 15200
J3Vcosp +/3.220.08

I 0 A

(b) Determinacao do angulo de fase da corrente de linha

Admitamos inicialmente a carga ligada em tridngulo. As tens@es de linha, que coincidem com as de fase,
séo

B 1 1
B | =22010|a®| = 220125 |a® | V
\ﬁéA a (24

As correntes de fase estao defasadas das tensbes correspondentes de
¢ = arccos( fator de poténcia )

Salientamos que, para cargas indutivas, a corrente esta atrasada e, para capacitivas, adiantada. Logo, no
Nosso caso,

o =6 -6 =arccos(08) = 37°

e portanto
| 50 50
=1, |6=-L5]0-9="7Z=25-37° = =|-12° A
Igﬁ\B Fa |_ 3 | A 3 | 3 |
50
= —=|-132° A
e = |
&, = 2|108o A

NE

Sendo a seqiiéncia de fase direta, as correntes de linha serdo obtidas pela aplicagao de (2.4), resultando:

& Bg 1
& | = V3-30° | B | = 50-42° | o® | A

% %A o

Admitindo-se a carga ligada em estrela, as tensdes de linha e de fase serdo dadas por:
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& 1 1
M. |=VI|0|a®|=2205|a’|V
Vi, @ @
1 1
AN
V|e
0|, = 1275 |a® | V

(24 (24

Acorrente &, = K& devera estar atrasada 37° em relagéo a \&, .Logo,

B] & 1 1
B, |=|®|=50-5-37°|a’| = 50-42° |a® | A
By i3 @ @

Observamos que, quer a carga esteja em triangulo, quer esteja em estrela, a defasagem entre a tenséo de
linha e a corrente na mesma linha, sendo a sequiéncia de fase direta, € @+30° (Fig. 23). Ou seja, sendo
@ = 37°:

- defasagementre \§; e & : 0,5 — 5, = 25°—(-42°) = 67°= ¢ + 30°

- defasagementre V. e & : 0y — 55 = —95°—(-162°) = 67° = ¢ + 30°

- defasagementre &, e & : 0., — 5. = 145°(78°) = 67°= ¢ + 30°

Figura 23. Defasagem entre tenséo e corrente

EXEMPLO 9 - Um sistema trifasico simétrico alimenta carga equilibrada, formada por trés impedancias
iguais, que absorve 50 MW e 20 MVAr quando alimentada por tenséo de 200 kV . Sendo a sequéncia

de fase inversa e a tensdo &, = 220|12° kV, pedimos determinar a corrente de linha.
SOLUCAO:
(a) Determinagdo da poténcia absorvida quando a tensdo é 220 kV

Admitindo a carga ligada em estrela, temos
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P=\/§Vlc03(p e | =——
logo,
2

\
P = —cos
7 »

Sendo a impedéncia da carga constante, qualquer que seja o valor da tensao, resulta imediatamente que

PV
P V2
isto é,
A 2 2
P = (V—) P = (@) .50 = 605 MW
\% 200
Analogamente,

v')z (220]2
=Ll o= 2] 202242 MVAr
Q (v Q 200

(b) Determinacao do modulo da corrente

Temos
Q 3Visng Do
P J3VIcosg
Logo,
tge = & = 04
605
e portanto
|p| =218 = cosp = 0928
Entéo
3
_ 605.10 _ 1718 A
\/3.220.0928
(c) Determinag&o do angulo de fase da corrente
Sendo a sequéncia de fase inversa, temos
&, 1 1
W |=VI[0|a | = 22012 |a | kV
\%A a2 a2

Considerando a carga ligada em estrela, temos:
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&, 1 1
V|6
WV | = —=—|a | =127 |a | kV
V3300 |, — .,
K — | a a

Como a poténcia reativa fornecida a carga é positiva, concluimos que o fator de poténcia é 0,928indutivo,
isto é, a corrente de fase estd atrasada de 218° em relacdo a tensdo correspondente
(p = 0-06 = 218).Logo,

& 1
& | = 1718]202° | | A
& o

Neste caso, observamos que, quer a carga esteja em triangulo, quer esteja em estrela, a rotacdo de fase
entre a tensédo de linha e a corrente na mesma linha, sendo a sequiéncia de fase inversa, é ¢ — 30°.

3.3 -Medida De Poténcia Em Sistemas Polifasicos - Teorema De Blondel

Pode-se demonstrar que, numa carga alimentada por um sistema polifasico a m fases e n fios, a poténcia
total absorvida pela carga é obtida da soma das leituras em n - 1 wattimetros ligados de modo que cada uma
das bobinas amperométricas esteja inserida num dos n - 1 fios e as bobinas voltimétricas estejam ligadas
tendo um ponto em comum com a amperomeétrica e o outro terminal de todas elas sobre 0 n-ésimo fio
(Teoremade Blondel - 1893).

Vamos demonstrar o teorema de Blondel para uma carga ligada em estrela alimentada por trifésico a trés
fios (a demonstragdo do teorema para uma carga em tridngulo € analoga) . A poténcia lida num wattimetro é

sempre igual ao valor médio da poténcia instanténea por ele medida. Assim, da Fig. 24, esendo T o
periodo das correntes e tensdes, as poténcias lidas em cada um dos wattimetros valem:

1 (7 1 (7 ,
W =7 jo p, dt =T jo Vo i dt

1,7 1,7 .
WZ:?.[O pzdt=? IO Vg i dt

Mas

Vac = Van T Ve = Van — Ven

Vee = Ven + Ve = Ven — Ven
Logo,

1 7 . . 1 ¢7 . . . .
W+ W = = IO(VAC ip + Vgo ig) dt = = IO[VAN in + Vay ig — Voulia + |B)]dt
Mas, aplicando-se a 12 lei de Kirchhoff ao né N, temos
ic = —(ip +ig) (3.14)

logo,

1 7 . . .
W+ W = IO(VAN ip + Vg ig + Vo ic)dt = P
Salientamos que a poténcia total coincide com a soma das leituras dos wattimetros, quer se trate de carga
equilibrada ou ndo. Isso porque, mesmo no caso de carga desequilibrada (iA #ig # ic), aEqg. (3.14) é
verificada
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Em se tratando de uma carga em estrela com alimentacdo a 4 fios (com o fio neutro), pode-se determinar a
poténcia fornecida pela soma da leitura em dois wattimetros somente no caso de carga equilibrada, quando
aEq. (3.14) é verificada. Caso a carga seja desequilibrada, devem ser utilizados trés wattimetros.

& T la z

i

Figura 24. Esquema de ligagdo dos wattimetros (carga em estrela)

4. EXERCICIOS

Ex. 4.1 - Demonstrar, analiticamente e através de diagrama de fasores, as relagbes
0{—1:\/§|150o a2—1:\/§|—150° az—a:—j\/§ a4—a5:\/§|9£

Ex. 4.2 - Determinar, analiticamente e através de diagrama de fasores, os fasores
1040° (@ - 1) 20B0°(a® -~ ) 70|55 (20 + 1) 85130 (2 + &)

Exercicios do tipo teste de multipla escolha

Ex. 4.3 - Numa carga equilibrada ligada em tridngulo e alimentada por um trifasico assimétrico podemos
afirmar que:

(1) A soma das tensBes de fase na carga € sempre nula.

(2) A soma das correntes de fase ndo é nula.

(3) A soma das correntes de linhando € nula.

(4) Sendo a seqiiéncia de fase direta, a corrente dalinha A é obtida pelaexpressio & = &, /3 30° .

(5) Nenhuma

Ex. 4.4 - Para um sistema trifésico que aimenta carga equilibrada com impedéancia, por fase, Z, é
verdadeira a afirmacao:

(1) A rotagdo de fase entre a corrente K e atensao \&, independe da seqiiéncia de fase.

(2) A corrente de linha é igual a de fase qualquer que sgja aligagdo da carga.

(3) Determinamos 0 mddulo da corrente de carga pela relagdo | = V/Z, sendo V 0 médulo da tensdo

Ve
(4) A somadas correntes de linha é zero.
(5) Nenhuma.
Ex. 4.5 - Um sistema trifasico alimenta vérias cargas equilibradas ligadas em paralelo. Podemos afirmar
que:
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(1) A poténcia aparente fornecida ao conjunto das cargas é igual a soma das poténcias aparentes de cada
carga.

(2) O fator de poténcia do conjunto das cargas € obtido dividindo-se a soma das poténcias ativas fornecidas
as cargas pela soma das poténcias aparentes.

(3) A poténcia complexa fornecida a cada carga € dada pela expressao J3 &, B, naqual \&, representaa
tensio entre aslinhas A e B e K acorrente nalinha A.

(4) O fator de poténcia do conjunto é dado pela expressdo cos(arcthQ, /Z R), em que

> Q e > R s, respectivamente, a soma algébrica das poténcias restivas e ativas fornecidas a

carga.
(5) Nenhuma.

Ex. 4.6 - Uma carga trifasica equilibrada, alimentada por trifasico simétrico, absorve 3800 W e -3800 VAr.
Sendo a seqiiénciade fase C-B-Ae \&; = 22040° V , podemos afirmar que a corrente & vale:

(1) 14115 A (2 14125 A (3) 14155 A (4) Néo e possivel calcular a corrente, pois n&o
conhecemos 0 modo de ligagdo da carga. (5) Nenhuma.

Ex. 47 - Num sistema trifdsico simétrico com carga equilibrada, sabemos que &, = Vg e
B = 1|6 + 30°. Podemos afirmar que:

(1) A carga é capacitiva e seu fator de poténciavale 0,5.

(2) A carga € puramente resistiva.

(3) A poténcia ativafornecidaacargavale 0,5 VI.

(4) A poténcia aparente fornecidaa cargavale 3VI.

(5) Nenhuma

Ex. 48 - Num sistema trifasico com carga equilibrada ligamos dois wattimetros com as bobinas

amperométricas nas linhas A e B, e as voltimétricas entre essas linhas e a C. Sendo a carga indutiva

podemos afirmar que:

(1) Quando a seqliéncia de fase for A-B-C seraWq > Wy

(2) Quando a seqiiéncia de fase for A-C-B seraWq > Wy

(3) Asleituras nos wattimetros independem da seqiiéncia de fase.

(4) A leitura de um dos wattimetros sera negativa desde que o fator de poténcia da carga seja menor que
0,5.

(5) Nenhuma.

Exercicios resolvidos

Ex. 4.9 - Num sistema trifasico simétrico, com seqiiéncia de fase C-B-A, atensdo entre os pontosB e C é
380-45° V . Pedimos que sejam determinadas as tensdes de linha e fase. Repetir a questéo para:

W, = 220135 V, &, = 220145 V, &, = 220|-45° V,
VK. = 220|-65 V, \&. = 220|135 V

SOLUCAO

(a) Tensbes delinha
Sendo a seqiiéncia de fase C-B-A, devera ser:

WK, = M0, B =M|0-1200, &, = |0 +120°,

mas, sendo
W = 38045 V,
deverd ser:
[\ﬁ}: V =380V e §-120°= -45°,eentdo 0 = 75°
Logo
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V&, = 380[75° V, W& = 380|-45° V, \&, = 380[195° = 380|-165" V
Para a resolugdo gréfica, por meio do diagrama de fasores, construimos o fasor \&_ atrasado de 45° em
relagio & origem. Como os fasores giram em sentido anti-horario e o fasor &, deve ser o préximo a passar
pelo valor maximo, construimo-lo atrasado de 120° em relagio a . . Analogamente, construimos &,
atrasado de 120° em relagdo a &, (Fig. 25).

(b) TensBes de fase

Para a determinagdo analitica das tensdes de fase, lembramos que dispomos somente de duas equagdes
relacionando trés incognitas, isto € as trés equagBes abaixo ndo sdo independentes, pois, sendo
W + ¥, + ¥, = 0,umadasequagdes é linearmente dependente das outras duas.

\KKB :\‘gﬁxN _\%N
\éc :\‘géN _\’%N
\&CA :\ﬁéN _\&AN

L evantamos a indeterminagédo impondo um valor para a soma das tensdes de fase, isto €
\&N + \@%N + \%N = \%&d

daqual resulta

\%N :\ggéa; _\KXN _\%N
\KXB :\‘gﬁw _\%N = Z\KXN +\%N _\’%sl
\%A :%N _\K/&N

R A
que nos permite determinar, impondo que W&, = 0,
K, = % (380[195° - 380[75°) = 2194135 V
ou entdo, sendo a seqiiéncia de fase inversa,

B,  380[195° 2
- = T = = 2194135 V = a ¥, =a
Lo - il 4 My o Y

Graficamente, construimos inicialmente o tridngulo das tensdes de linha, que é equilétero, e fixamos o
ponto N, correspondente ao centro estrela, no baricentro do tridngulo (M, = 0).

Jea

Figura 25. Diagrama de fasores para o Ex. 4.9

Ex. 4.10 - Uma carga trifésica equilibrada, ligada em tridngulo, é alimentada por trifasico simétrico com
seqliéncia de fase B-A-C. Conhecendo-se a corrente K. = 22[40° A, pedimos determinar as correntes de

fase elinha. Repetir o exercicio para
Bg = 15[-20° A, K, = 15|45 A, K. = 15]-45 A,
& = 38|-50°A, K = 38|30° A, & = 38]-50° A

e para seqiiéncia de fase direta.
SOLUCAO

(a) Correntes de fase
Sendo K. = 2240° A, easequénciade faseinversa (B-A-C), resulta
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By = 2240°—120° = 22]-80° A,
B, = 22/40°+120° = 22[160° A.

(b) Correntes de linha
B = &g V3[30° = 38]-50° A,
& = i V3[30° = 38[70° A,
B = &, V330 = BT A

Ex. 411 - Um sistema trifasico simétrico alimenta uma carga equilibrada ligada em estrela. Sendo
fornecidas aimpedancia de fase da carga (6,0 + 8,0j Q2), atensdo de linha (220 V - 60 Hz) e a seqiiéncia de
fase (direta), pedimos:

(a) Ascorrentes defase elinha.

(b) O fator de poténcia da carga.

(c) A poténcia complexafornecidaa carga.

(d) Asleituras em dois wattimetros ligados conforme o esquema da Fig. 26.

-

A =l r— 7

¢ _friEwl o —— |

- - L L T = T T1

Figura 26. Circuito parao Ex. 4.11
SOLUCAO

(a) Determinag&o das correntes
Admitimos &, com fase nula e obtemos

By, = %@ V, &, = 127|-120° Vv, \&, = 127[120° V,
127|0°
B = \KéN _ e 12,7|-5313% A,
Z 105313 —
& = 127[-17313 A, K = 127[6687° A.

(b) Determinagdo do fator de poténcia
O fator de poténcia da carga é o da impedancia de fase, ou, ainda, o cosseno do angulo de rotagéo de fase
entre atensdo e a corrente de fase, isto é

cosp = ; = 1—% =06, ou cosg = cos| 0°~(-531%) | = 06
(c) Determinagdo da poténcia
Temos
S =43V, I =4/3-220-127 = 483935 VA,
P =43V, I cosp =+/3-220-127-06 = 290361 W,
Q=+3V, I senp =+3-220-127-08 = 387148 VAr;
logo

S = 290361 + 387148 = 4839,35/5313 VA.
Alternativamente, podemos determinar a poténcia a partir de
S =3¥, & =3-127|0° - 12,7[5313 = 4839,35[5313° VA
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(d) Leitura nos wattimetros

Temos
W = e\ &) = Re(220[30° - 12,7[531%°) =
= 2794 cos8313 = 33421 W,
W = %e(K, &) = Re(-220|-90° - 12,7|-6687°) =
= 2794 c0s2313° = 256941 W,
e entdo

W +W, = 33421 + 256941 = 290362 W

Ex. 4.12 - Um sistema trifésico simétrico, com tensdo de linha de 440 V, alimenta uma carga equilibrada
ligada em tridngulo, com impedancia de fase de (8 + 6j) Q. Pedimos determinar a poténcia complexa por
fase e apoténciatotal fornecida a carga.

SOLUCAO

(a) Poténciade fase
A impedéancia de fase € dada por 8 + 6j = 10[3687° Q e, portanto, assumindo-se a tensdo AB com fase
zero, acorrente de fase sera
Be = % = —137“3;'%70 = 44|-3687° A,
e entéo
S =\, &; = 440|0° - 44|3687° = 19360[3687° VA.

(b) Poténciatotal
Para a poténcia fornecida a carga temos
S = 35 = 58080(3687° VA.

Ex. 4.13 - Um motor trifasico com poténcia mecanica nominal de 5 HP, de 220 V, tem, a plena carga,
rendimento de 85 % e fator de poténcia de 82 %. Pedimos determinar a corrente de linha a plena carga.
Poténcia Util do motor =5 HP =5 x 746 W (Nota: 1 HP = 746 W; 1 cv = 736 W - A unidade HP ndo é
unidade legal brasileira).

SOLUCAO

A poténcia el étrica fornecida ao motor quando esta fornecendo no eixo a poténcia mecanica correspondente
a sua poténcianominal é dada por

_ 52X 78 _ 43803 W,
085
Por outro lado, a poténcia elétricafornecidaao motor é P = J3V 1 cos @., e portanto
| P 4388,23 1404 A

" J3Vosp +3-220-082

Ex. 4.14 - Uma linha trifasica simétrica alimenta um motor trifasico ligado em estrela e uma carga, ligada
em tridngul o, constituida de capacitores em série com resisténcias (Fig. 27). Sabemos que:

(1) A impedanciado motor € Z = (5 + 5j) Q por fase.
(2) A impedanciadacargaé Z, = (10 — 5j) Q por fase.

(3) A impedanciadalinha é desprezivel,
(4) A tensdo delinha €230 V e aseqiiéncia de fase do trifasico é adireta.

Pedimos determinar:
(a) A corrente de fase do motor e adacarga.
(b) A corrente de linha.
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(c) A poténciafornecida ao motor, a carga, e a poténciatotal.
(d) O diagrama de fasores.
(e) Asleituras em trés conjuntos de dois wattimetros ligados conforme o esquema da Fig. 29.

SOLUCAO

(a) Calculo das correntes
- Tensdo de linha
Sendo a seqiiéncia de fase A-B-C, e fixando atensdo entre as linhas A e B na origem, teremos

B, = 230]0° = (230 + 0j) V
& = 230|-120° = (-115 - 19918j) V
&, = 230[120° = (-115 + 199,18j) V

Figura 27. Circuito equivalente para o Ex. 4.14

- TensBes de fase
230|0°
\KZ\N = \&B = S = 132,79]-30° V
Ve V3w —
230|-120°
&, = Ve _ 120 _ 132,79]-150° V
J3pr  V3pe —
230 [120°
W, = Vo _ L0 _ 132,79]90° V
3 J3pe —

- Correntes de fase no motor

Ig}&m:&AN:%:

132,79|-30°  132,79|-30°
zZ, 5+5) 70745

&, = 1878[165° A, &, = 187845 A.
- Correntes de fase e linha da carga

= 1878|-75° A

230|0° 230/0°
g, - Vo _ 200 _ T _ os7p6s60 A
Z T 10-5] 1118 2656° =
B = 2057|-9344° A, R, = 2057[14656° A

&, = &, /3|-30° = 2057[2656° - /3|-30° = 3563|-344° A
B, = 3563|-12344° A, & = 3563[11656° A

(b) Correntes totais de linha
B = &, + K = 1878|-75 + 3563|-344° = 4043 — 2028] = 4523|-2664° A

& = 4523]-14664° A, & = 4523|9336° A

(c) Poténcias
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S = 3V, £, = 3-132,79|-30° - 1878[75° = 52904 + 5290,14] = 748139|45> VA

Seaga = 3V, & = 3-23000[0° - 2057|-2656° = 1269543 — 634632] = 14193|-2656° VA
Soa = Swoior + Scaga = 1798557 — 1056,18 = 18016,55|-336° VA
Como alternativa podemos calcular as poténcias por

S = V3V, I, = /3230001878 = 748142 VA
P =3V, | cosg = 748142 - cos45 = 529016 W
Qo = V3V, I senp = 748142 - sen 45 = 529016 VAr

Seaga = V3V 4 = V323000 - 3563 = 1419398 VA
Poawga = V3V | o COS@ = 1919398 - cog~2656°) = 1269604 W
Qearga = V3V |4 SN = 1919398 - sen(-2656°) = —6346,62 VAr

(d) Diagrama de fasores
Apresentamos o diagrama de fasores aFig. 28.

Figura 28. Diagrama de fasores para 0 Ex. 4.14
(e) Wattimetros

- Leitura nos wattimetros da carga
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W, = 9te (W &, ) = %e(230]0° - 3563[344°) = 230 - 3563 - cog(344°) = 818013 W
W, = %e (W, &) = Re(-230|-120° - 3563|-11656°) = 230 - 3563 - cog{-5656°) = 451591 W
W, =W +W, = 818013 + 451591 = 1269604 W

- Leitura dos wattimetros no motor

W = Re(\B &) = %e(-230[120° - 1878[75°) = 230 - 18,78 - cof15°) = 417222 W
W = gie( &, ) = Re(230|-120° - 1878|-165°) = 230 - 18,78 - cog75°) = 1117.94 W
W, = W + W = 111794 + 417222 = 529016 W

- Leitura total

W, = Sie(W, £) = Re(-230|0° - 4523[146,64°) = 230 - 4523 - cog(3336°) = 868883 W
W, = %e(\&, &) = 9te(230[120° - 4523|-9336°) = 230 - 4523 - c05(2664°) = 929854 W
W, = 868883 + 929854 = 1798738 W

L
& [ -
ra—ra
s |
'ﬁ'” |
E ] -"F' | il i
- !
ds

Figura 29. Ligagdo dos wattimetros para o Ex. 4.14

Ex. 4.15 - Um gerador de 220 V (tensdo de linha), 60 Hz, trifasico simétrico, alimenta as seguintes cargas

equilibradas:

(2) HHuminag&o: 25 kW, fator de poténcia unitério.

(2) Compressor: motor de inducéo de 100 cv com rendimento de 92 % e fator de poténcia 0,85 indutivo.

(3) Maguinas diversas. motores de inducao, totalizando 46,7 kW, com fator de poténcia 0,75 indutivo.

Pedimos:

(a) A poténciatotal fornecida pelo gerador.

(b) O fator de poténciaglobal.

(c) O banco de capacitores a ser instalado para que o fator de poténcia globa da instalacdo segja 0,95
indutivo.

(d) A corrente antes e ap6s ainser¢ao do banco de capacitores.

SOLUCAO
(a) Poténciafornecida pelo gerador

- Tensdes
Assumiremos seqiiéncia de fase direta e atensio de fase &, com faseinicia nula, isto é
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220 220 220
=V, = ——|-120° V, = ——120° V,
LN 7 j0° VY 7 | Vi 7 [120°
W, = 220[30° V, &, = 220-90° V, W, = 220[150° V
- Poténciatotd
Temos:
Sium = (250 + 0j) kVA,

_ 1000 - 0,736 § . .
Sy = T(l + tan(cos * 085) j) = (80 + 4958]) KVA,
Sreq. = 467 + 46,7 - tan(cos™ 075)] = (467 + 4118]) VA,

Se. = 1517 + 90,76) = 176,777|3089° KVA

Observamos que a poténcia aparente ndo € a soma das poténcias aparentes das cargas. A poténcia ativa
total, por sua vez, € igual a soma das poténcias ativas das cargas, 0 mesmo ocorrendo com a poténcia
reativa, ou sgja, as poténcias ativa e reativa se conservam.

(b) Fator de poténcia

Podemos definir o fator de poténcia, além dos modos ja apresentados, pela relagdo entre as poténcias, ativa

e aparente, absorvidas pelacarga, isto é
1517

176,777

oS = = c0s(3089°) = 08581

(c) Banco de capacitores para corrigir o fator de poténcia

Ao ligarmos, em paralelo com a carga, um banco de capacitores, a poténcia ativa absorvida pela carga,
como é evidente, permanece inalterada, variando somente as poténcias reativa e aparente. Assim, sendo
S = 0+ ] Qunee @ poténcia complexa absorvida pelo banco, teremos:

§tot + §oanco = P[O[ + j(Qtot + Qbanco) = Sl_‘//
Considerando que desejamos que o fator de poténcia (cost###) segja 0,95, resultaimediatamente

tany = @ = tan(arc cos095) = 0,3287

tot
ou sgja
Qoo = Py - 03287 — Q,, = 1517 - 03287 — 90,76 = —40896 KkVAr
e a poténcia complexa do paralelo entre conjunto de cargas e o banco de capacitores passara a ser
S = Sy + Sawe = 1517 + (90,76 — 40896)j = 1517 + 49864 = 159,685[1819° kVA

(d) Corrente sem e com banco de capacitores
A corrente antes da insercéo do banco de capacitores é dada por

Su 176777
I = = = 46392 A
. VY3V 43-220
e, lembrando nossa hipétese béasica de geracéo e carga ligada em estrel a, resulta
20
B = &, = Vo = 46392 - 3= 46392|-3089° A
M|l arc cos(P/S) @|30,89° 13069
\/5 =
e
& = &, = 46392]-1508%° A, K = &, = 46392[8911° A

Por se tratar de trifasico simétrico e equilibrado procederemos, como método aternativo, ao calculo da
corrente, apds ainsercdo do banco de capacitores, a partir da poténcia de fase, isto €
S 159685|-18,19°
B = &y = -
3-\&, 3-127|0°

= 419,06|-1819° A

B = &, = 41906-13819° A e R = &, = 41906[10181° A
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Ex. 4.16 - Uma fébrica necessita instalar um compressor para recalcar 4gua de um pogo semi-artesiano

(sistema air-lift). O compressor serd alimentado por uma linha trifésica, que parte da cabine primaria.

Sabemos que a tensdo de linha na cabine priméria € 220 V, 60 Hz, que o motor, funcionando na condi¢éo

de regime permanente, absorve 100 A, com fator de poténcia 0,7 indutivo, e que aimpedanciadalinhavale

(0,10 + 0,05j) Q. Pedimos:

(a) A tensdo aplicada ao motor.

(b) A poténcia medida no motor e na cabine primaria.

(c) O banco de capacitores a ser ligado em paralelo com 0 motor para que o fator de poténcia do conjunto
passe a ser 0,95 indutivo. (Estudar ligacdo dos capacitores do banco em estrela e em tridngul o).

(d) A tensdo no motor com a presenca do banco de capacitores.

(e) Asperdas nalinhacom e sem ainstalacdo do banco de capacitores.

SOLUCAO

- HipGteses gerais
Admitiremos que o motor esta ligado em estrela (caso estivesse ligado em triéngulo poderiamos substitui-lo
por um equivalente em estrela) e que o trifasico tem sequiéncia de fase direta.

& LT AL !| a

| —
JS— | —

L3 ]

iy 0L ¢ — |

[
|
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_NEUTAD _FicTicio

e | il

Figura 30. Circuito parao Ex. 4.16

(&) Tensbes no motor e na cabine primaria
Adotaremos que a tensdo de fase no motor tem modulo V, e fase inicid nula isto €
\K&N = leﬁ, \%'N =V, |-120°, \%N =V, [120°.
A tensdo de fase na cabine primaria sera dada por
220 220 22

\&N_ﬁl_l//’ \%N:ﬁhy—lZOO, \%N—T;|l//+120°

Além disso, temos que
\&N = \&&N +Z ISX
e, lembrando que a corrente da fase A esta atrasada, em relacdo a tensdo de fase (fase A), de arccos 0,7 ,
obtemos
& = 100|- cos’1(0,7) = 100|-4557° = (70 - 71,41j) A

Nessas condigdes, sendo Z = 010 + 005] = 01118]2656° Q, temos aequacio
M| (cosy + jseny) = Z & +V,, ou

220 (cosy + j seny) = 01118|2656° - 100|-4557° + V/,

V3

ou
127 (cosy + j seny) = 1118|-1901° + V,,
127 (cosy + j seny) = 1057 — 364j +V,,
e entdo, igualando as partesreais e as imaginarias, obtemos o sistema de duas equagdes a duas incognitas:
127 cosy = 1057 +V,,
127seny = -364
gue, resolvidas, fornecem
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v = arcsen(—ﬁ) = -164°,
127

V., =127 - cosy — 1057 = 11638 V.

Destacamos que na determinagéo do angulo  deveriamos ter considerado, além do valor -1,64°, o angulo
181,64°. Deixamos ao leitor a discussdo do angulo a ser fixado.

As tensBes sdo dadas por
W = 11638|0° V, & = 11638]-120° V, W = 11638[120° V,

W, = 127]-164° V, \&, = 127]-12164° V, &, = 127[11836° V.

(b) Poténcia no motor e na cabine

No motor temos
S = 3% & = 3-11638|0° - 100|4557° = 34914|4557° = (2444110 + 24932,30j) VA.

No gerador temos
S = 3¥, & = 3-127|-164° - 100|4557° = 381004393 = (27439,16 + 26432,98j) VA.

ger

As perdas na linha séo dadas por
Ser = St = (299806 + 1500,68) VA.

Lembramos que poderiamos ter calculado a poténcia no gerador a partir das perdas e da poténcia fornecida
a0 motor, isto é

— — — — 2 .
Sger = S’rot + Sperdas = Smot + 3|BX| (Riin + Xlinj)v
ou sgja
S, = 2444110 + 2493230 + 3 - 10000 - (010 + 0,05j) =
= 2744110 + 26432,30j = 38100924393 VA

(c) Correcédo do fator de poténcia
Para que o fator de poténcia do conjunto passe a ser 0,95 indutivo devemos ter (cfr. Ex. 2.2.23)

S=Pyl+ijtani) = S, + Sace>
ou sga,
S=P,l+ijtand) = 5§y + Sawe: OU

Potan A = Q. + Qe OU
2444110 - 03287 = 24932,30 + Qe ©
Qe = —1689851 VAr

- Capacitores para 0 banco ligado em estrela
Num banco de capacitores ligado em estrela, sendo C, a capacidade instalada por fase, temos

Qbanco = 3Vfi\se ((0 CY) ’ |Og0
Qoo 1689851

ST 3vie 3127 (27 60
(Obs: utilizamos atensdo de 127 V, considerando que seja a tensdo nomina do banco)

= 92636 uF

- Capacitores para o banco ligado em tridngulo
Num banco de capacitores ligado em tridngulo, sendo C, a capacidade instalada por fase, temos

Qbanco = 3Vliznha (0) CA) ’ |090
C, 92636

C, = — = 308,79 uF
A 3 3 H
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- Comparagado dos bancos

Como ja sabiamos 0 banco em tridngulo apresenta capacidade menor que o em estrela. Para o caso de
baixas tensfes, sem entrarmos em outras consideracfes, tais como presenca de harménicas, que foge ao
escopo do livro, poderiamos concluir que € mais vantgjoso a utilizagdo de bancos de capacitores em
tridngulo, no entretanto, lembramos que na ligagdo em tridngulo a tensdo de isolag@o dos capacitores, que
estao supridos pela tensdo de linha, é /3 vezes maior que ado banco em estrela, quando os capacitores s&0
alimentados na tensdo de fase. Em tensdes de distribuicdo priméria, ordem de grandeza de 15 kV, optamos
pela ligacdo estrela uma vez que a reducédo da tensdo prevalece sobre o aumento na capacidade a ser
instalada.

(d) Célculo datensdo no motor face a presenca dos capacitores
Para o cédlculo da tensdo no motor com a instalagdo do banco de capacitores, que suporemos em estrela,
temos 0 equacionamento a segulir:

\KI&N = \‘&'N + Z(l&rmtor + k%anco)

\&'N =leg' € %anoo =\£%'N : Ja)C: chvm

porém

Assumimos que 0 motor sgja uma carga de corrente constante, isto €, que a corrente no motor ndo varie
com atensdo que lhe é aplicada. Destacamos, sem entrar em maiores consideracoes, que fogem o escopo do
livro, que o motor é melhor representado por uma carga de poténcia constante. Logo, na premissa
considerada, a equagao utilizada no célculo da tensdo do motor passa a ser
Miy|(cosy + jseny) =V, (1+ joC-Z)+ Z B,

ou
Z&

motor

=A+jB e Z=R+jX

Miy|(cosy + jseny) =V, (1- @ C X) + A+ (B+ wCRV,)j
Mi|cosy =V, (1-oCX)+ A
My|seny = B+ @ CRY,

Substituimos nas equagtes precedentes os val ores numeéricos e obtemos
127 cosy = 09825V, + 1057
127 seny = 00349V, — 364
e, elevando ambos os membros ao quadrado e somando as duas equages obtemos
096652 - V2 + 2052 -V, — 16004,03 = 0.
Resolvemos a equacdo precedente e obtemos
V., = 11850 V e v = 044° |, e
V& = 11850[0° V, W&, = 11850|-120° V, &, = 11850[120° V
B, = 1271044° V., &, = 127]-11956° V, & = 127[12044° V

Destacamos que nos casos em que conhecemos a tensdo no inicio da rede e a carga no fim da linha é mais
usual procedermos ao cdlculo por processo iterativo. Assim, no caso de assumirmos que a poténcia
absorvida pelo motor é constante, e com a existéncia do banco de capacitores, teremos carga variando com
atensdo, isto &, a corrente sera dada por

O procedimento adotado consiste em fixarmos, para aiteracdo inicial, a tensdo da cargaigua a do gerador,
e, aseguir, calculamos a corrente, através da equacdo acima, e atensdo na carga, pela equacéo
\K& N T \@i\N - Igf& Z.
Repetimos o procedimento até que em duas iteracfes sucessivas 0 desvio datensdo na carga seja menor gque
tolerancia pré-fixada, isto é
VAL - VAGY| < TOLERANCIA
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(e) Perdas com aiinsercéo do banco de capacitores
Com ainsercdo dos bancos de capacitores a corrente na linha passa a ser
B = & + & =1001-4557° + &, o C[90° = 7617]-2322° A
e as perdas nalinha sdo
Pesw = 31°R =3-7617% - 01 = 174056 W

Quesa = 312X = 3-7617% - 005 = 87028 W

Destacamos os beneficios que advém da utilizacdo de capacitores para corregao do fator de poténcia, no que

tange a tensdo e as perdas. Assim, a queda de tensdo que valia w -100 = 8,36 % passa a ser

127 - 11850
127
ativas e reativas, amonta, respectivamente a 2998,06 - 1740,56 = 1257,7 W e 1500,68 - 870,28 = 630,4

VAr, que correspondem a 5,15 % e 2,58 % da poténcia absorvida pelo motor.

-100 = 6,69 %, com reducéo de cerca de 2%. Quanto as perdas, a reducdo, nas perdas

Exercicios propostos

Ex. 4.17 - Para um circuito trifésico simétrico com carga equilibrada, ligada em tridngulo, sabemos que a
sequiéncia de fase € B-A-C e que acorrente & = 57| -42° A . Pedimos determinar a corrente na fase AB
dacarga

Ex. 4.18 - Para o circuito trifasico simétrico com carga equilibrada da Fig. 31, sabemos que a sequiéncia de
fase é C-B-A e afreqiiéncia é 60 Hz. Pedimos determinar a tensdo no gerador.

P . F Y n' 22 A
L) TR -~ ——e
e . B 20 B e __;,x"br ;
M ) Q009 o 30
b -‘-\-"‘-l-\_h\_ "‘1.\_\_‘-' F
—, 20 b 300
—{ ) s L ~B03E 5
- 5790 [ST7a0 5 Ta0

Ll T

Figura 31. Circuito parao Ex. 4.18

Ex. 4.19 - Instalamos, numa indUstria suprida em tensdo de distribuicdo priméria (13,8 kV - 60 Hz), dois
wattimetros com as bobinas amperométricas, de cada um deles, nas fases A e B, e com as bobinas
voltimétricas entre essas fases e a C. Anotamos, no periodo das 7 as 18 horas, de hora em hora, as leituras
nos wattimetros, cujos valores estéo apresentados a Tab. 4-1. Assumimos, por hipétese, que em cada
intervalo de leitura a carga tenha se mantido constante e que sgjaindutiva. Pedimos

(1) A seguiéncia de fase da tenso de alimentacéo.

(2) O modo de ligag8o e a natureza de um conjunto de impedancias que tornem, em todo o periodo de
estudo, o fator de poténcia daindustria ndo menor que 0,9 indutivo, sem que venha a ser capacitivo.

(3) Verificar se a linearizagdo da curva de carga di&ria € satisfatoria, dado que sabemos que a energia
consumida no periodo das 7 as 18 horas foi de 67000 kWh
Tabela 4-1. Curva de medicles de poténcia Ex. 4.19

Tempo (h) 7 8 9 10 11 12
W1 (kW) 0,48 0,44 0,44 1,00 -0,24 -0,08
W2 (kW) 3,72 6,36 6,36 6,20 1,74 0,58
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Circuitos Trifasicos

Tempo (h) 13 14 15 16 17 18
W1 (kW 0,48 0,90 0,00 1,00 0,77 -0,10
W2 (kW) 3,72 6,90 8,20 7,60 7,23 0,60
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Figura 32. Diagrama unifilar para os Exs. 4.19
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